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SHELLS 
 
Для виконання деякого технологічного процесу необхідно нагріти зовнішню поверхню 
циліндричної оболонки до деякої заданої температури за заданий час шляхом індукційного 
нагріву. При симетричному поверхневому нагріві в області деталі створюються внутрішні 
теплові джерела, розподіл густини яких можна представити у вигляді 𝑤(𝑡, 𝑟) = 𝑢(𝑡)𝑣(𝑟). Тут 
𝑢(𝑡) представляє собою величину потоку активної енергії, яка може бути виділена у вигляді 
тепла, а функція 𝑣(𝑟) показує розподіл густини джерел за просторовою координатою 𝑟. 
Функція 𝑣(𝑟) як правило вважається відомою.  Розглядається керований процес, який в області 



















початковим і граничним умовам 
𝑇 = 0  при  𝑡 = 0,
𝜕𝑇
𝜕𝑟
− 𝑘1𝑇 = 0  при  𝑟 = 𝑅1,   
𝜕𝑇
𝜕𝑟
+ 𝑘2𝑇 = 0  при  𝑟 = 𝑅2. 
(2) 
Задача оптимального керування полягає в тому, щоб знайти 𝑢(𝑡)𝜖𝐿2(0, 𝜏) таку, при якій  








приймає мінімальне  значення. Функція 𝑇∗(𝑟) і величина 𝜏 (час нагріву) відомі. 
Використовуючи метод Фур’є розв’язок задачі знаходимо у вигляді 










де 𝜓𝑘(𝑟) = [𝑘2𝑌0(𝜇𝑘𝑅2) − 𝜇𝑘𝑌1(𝜇𝑘𝑅2)]𝐽0(𝜇𝑘𝑟) − [𝑘2𝐽0(𝜇𝑘𝑅2) − 𝜇𝑘𝐽1(𝜇𝑘𝑅2)](𝑌0(𝜇𝑘𝑟) − 
власні функції задачі, 𝜇𝑘 −корені характеристичного рівняння 
[𝑘2𝐽0(𝜇𝑅2) − 𝜇𝐽1(𝜇𝑅2)] ∙ [𝑘1𝑌0(𝜇𝑅1) − 𝜇𝑌1(𝜇𝑅1)] − 
−[𝑘1𝐽0(𝜇𝑅1) + 𝜇𝐽1(𝜇𝑅1)] ∙ [𝑘2𝑌0(𝜇𝑅2) − 𝜇𝑌1(𝜇𝑅1)]. 















Будуємо функцію 𝑢𝑚(𝑡), яка мінімізує (4) при умовах (5). Так як експоненти в умовах (5) 
лінійно незалежні, то  











, 𝐿𝑘𝑛 = ∫𝑒
−𝑎(𝜇𝑛
2+𝜇𝑘
2)(𝜏−𝑡)
𝜏
0
𝑚
𝑘=1
𝑑𝑡. 
  
